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フィードバック制御によるベイジアンゲームの信念推定

金 川 雅 和∗・小木曽 公 尚∗∗

Estimation of Belief in Bayesian Game by Feedback Control

Masakazu Kanagawa∗ and Kiminao Kogiso∗∗

This paper presents a method for estimating player’s belief related to Bayesian Nash equilibrium in a class of

static Bayesian games. The method is to construct a feedback control system for a nonlinear plant that expresses

evolution of a mixed strategy and a belief of the games. A numerical example confirms that their beliefs can be

estimated by the proposed method.

Key Words: Bayesian game, Bayesian Nash equilibrium, belief, estimation

1. は じ め に

人や組織の意思決定過程をモデル化するゲーム理論は，ゲー

ムの均衡解析やメカニズムデザインを与える知識体系であり，

ゲームの形態に応じてさまざまな概念や計算法が提供されて

いる．本稿で扱うベイジアンゲームは，囚人のジレンマなど

で用いられる標準型ゲームの構成要素 (プレイヤ，行動，効用

値)に加え，確率的に行動を選択する混合戦略，効用値ごとに

対応付けられるタイプ，タイプ上の確率分布である信念で記

述され，意思決定の不確かさが扱える静的なゲームである 1)．

たとえば，Table 1 に示す 2 プレイヤ 2 行動 2 タイプのベ

イジアンゲームでは，各プレイヤがある行動に対して 2つの

効用値をもつため，効用値の組み合わせにより 4つの標準型

ゲームが構成される．この場合，プレイヤは，相手の信念と混

合戦略を推測し，自身の効用値の期待値 (期待効用)を最大に

する意思決定を行なうことを想定している．そして，このベ

イジアンゲームの均衡解析とは，ある種の均衡を求めること

であり，その均衡の 1つに，ベイジアンナッシュ (Bayesian

Nash, BN)均衡がある 2)～4)．

このようなベイジアンゲームに対する均衡解析では，信念

(または，事前共通確率)が所与として議論される 2)～4)．一方

で，BN均衡が所与とし，それに対応する信念を推定する問題
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Table 1 Bayesian game with 2 players, 2 actions and 2 types
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がある 5)～7)．たとえば，アドホック無線通信ネットワークを

対象にした侵入・攻撃検知 5)では，繰り返し (動的)ベイジア

ンゲームを用いて信念を推定する．これは，観測された BN

均衡から，プレイヤが “行動に攻撃を含む悪意のあるプレイ

ヤとなる確率”を推定することに対応する．しかし，任意の

BN均衡に対応できない，相手の行動履歴が必要など，実際

にゲームを繰り返しプレイする必要がある．

そこで本研究では，ある静的なベイジアンゲームを対象に

考え，ある任意の BN均衡に対応する信念を推定する方法を

提案する．これを実現するため，BN均衡を満たす最適性条

件から BN均衡の遷移モデル (状態空間モデル)を定式化し，

その遷移モデルを制御対象とする混合戦略のフィードバック

制御系 (所望の BN均衡を目標値とする追従制御系)を構築す

る．本研究の特徴は，対象とするベイジアンゲームは，静的

であるが，信念の推定アルゴリズムは，ダイナミクスをもつ

動的なアルゴリズムになっている点にある．最後に，数値例

題により，ある与えられた BN均衡に対応する信念が推定で

きることを確認する．
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本稿の構成は，つぎのとおりである．2 章では，ベイジア

ンゲームと BN均衡の定式化．問題設定を述べる．3章では，

BN均衡の遷移を実現する遷移モデルによるフィードバック

制御系を提案し，信念の推定を行なう．4章では，数値例を用

い，提案法で信念が推定できることを数値的に確認する．最

後に，5章で本稿のまとめと今後の課題を述べる．

2. ベイジアンゲーム

2. 1 定式化

本稿では，2 人 2 行動 2 タイプのベイジアンゲーム

G(N ,A,Θ, u, μ, S)を対象に考え，各記号の定義は，

N := {1, 2}
A := A1 ×A2 ai ∈ Ai := {a, a} ∀i ∈ N
Θ := Θ1 × Θ2 θi ∈ Θi := {θ, θ} ∀i ∈ N
u := (u1, u2) ui : A× Θ → � ∀i ∈ N
μ := (μ1, μ2) μi ∈ Π(Θi) ∀i ∈ N
S := S1 × S2 Si : Θi → Π(Ai) ∀i ∈ N

である．N は，プレイヤ集合，Aは，行動集合 (a := (a1, a2) ∈
A)，Θは，タイプ集合 (θ := (θ1, θ2) ∈ Θ)，uは，効用関数，

μは，信念 (μi はプレイヤ iのタイプ集合上の確率分布)，S

は，混合戦略である．ここで，記号 Π(X) は，有限集合 X

上の確率分布の集合を表わす．また，本稿では，2プレイヤを

考えるので，添字 −iは，たとえば，i = 1の場合，a−1 = a2

である．

つぎに，プレイヤの混合戦略，信念，効用関数の定義を示

し，ベイジアンゲームで用いられる事前共通確率の仮定に

ついて説明する．タイプ θi におけるプレイヤ i の混合戦略

si(θi) ∈ Si(Θi) ∀θi ∈ Θi は，

si(θi) =

[
si(a|θi)

si(a|θi)

]

で表わす．ここで，si(a|θi) + si(a|θi) = 1 ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N
を満たし，si(ai|θi)は，プレイヤ iが行動 ai ∈ Ai を選択す

る確率を表わす．このとき，混合戦略プロファイル s ∈ S を

s :=

[
s1

s2

]
si :=

[
si(θ)

si(θ)

]

で表わす．信念に対しても同様に，信念プロファイル μ ∈
Π(Θi) × Π(Θ−i) ∀ i ∈ N を

μ :=

[
μ1

μ2

]
μi :=

[
μi(θ)

μi(θ)

]

で表わす．ここで，μi(θ) + μi(θ) = 1 ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N を

満たし，μi(θi)は，プレイヤ iがタイプ θi ∈ Θi となる確率

を表わす．あるタイププロファイル θ := (θi, θ−i) における

プレイヤ iの利得行列 Ui(θi, θ−i)を

Ui(θi, θ−i) :=

[
ui(a, a, θi, θ−i) ui(a, a, θi, θ−i)

ui(a, a, θi, θ−i) ui(a, a, θi, θ−i)

]

と書き，各要素は，効用関数 ui(ai, a−i, θi, θ−i)で構成される．

本稿で扱うベイジアンゲームは，プレイヤ数が 2人，おの

おのが 2種類のタイプをもつため，4種類の標準ゲームで構

成される．いま，信念が互いに独立であると仮定すれば，プ

レイヤ iから見てあるゲームが選ばれる確率は，

pi(θi, θ−i) = μi(θi)μ−i(θ−i) （1）

となり，その確率分布 (共通事前確率ともいう) pi ∈ Π(Θ)

は，つぎのように書ける．

pi :=
[
pi(θ, θ) pi(θ, θ) pi(θ, θ) pi(θ, θ)

]T

ここで，明らかに，pi は μに依存するので pi(μ)と書き，右

肩の T は転置を意味する．なお，共通事前確率は，プレイヤ

に対して共通なので，（1）式の定義に従えば，p1(μ) = p2(μ)

を意味する，つまり，p1(θ1, θ2) = p2(θ2, θ1)である．

2. 2 ベイジアンナッシュ均衡

ベイジアンゲームは，複数の標準ゲームからその 1つが確

率的に選択される状況をモデル化する．そのため，プレイヤ

の効用は，戦略プロファイル sに関する期待値 (期待効用)で

計る．タイププロファイル θ ∈ Θが事前にわからない場合，

プレイヤの期待効用は，事前期待効用と呼ばれ，つぎのよう

に定義される．

【定義】（事前期待効用） ある共通事前確率 p1，p2のもと，あ

る混合戦略プロファイル s ∈ S に対し，プレイヤ iの事前期

待効用 EUi(s)は，

EUi(si, s−i)

=
∑

θi∈Θi

∑
θ−i∈Θ−i

pi(θi, θ−i)si(θi)
TUi(θi, θ−i)s−i(θ−i)

= pi(μ)T Λi

である．ただし，

Λi :=

⎡
⎢⎢⎢⎣
si(θ)

TUi(θ, θ)s−i(θ)

si(θ)
TUi(θ, θ)s−i(θ)

si(θ)
TUi(θ, θ)s−i(θ)

si(θ)
TUi(θ, θ)s−i(θ)

⎤
⎥⎥⎥⎦

相手の戦略 s−i が与えられる状況では，プレイヤ iの事前

期待効用を最大化する混合戦略が定義できる．この混合戦略

(の集合)を最適反応と呼ぶ．

【定義】（最適反応） ある共通事前確率 pi のもと，相手の混合

戦略 s−i に対するプレイヤ iの最適反応 BRi(s−i)は，次式

で与えられる．

BRi(s−i) := arg max
si∈Si

EUi(si, s−i)

つぎに，ゲーム Gの Bayesian Nash均衡を定義する．

【定義】（Bayesian Nash均衡） ある共通事前確率 pi のもと，
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すべての i ∈ N に対して

EUi(si, s−i) ≥ EUi(s
′
i, s−i) ∀s′i ∈ Si s′i �= si

を満たす戦略プロファイル s = (si, s−i) を Bayesian Nash

(BN)均衡という．また，最適反応を用いれば，

si ∈ BRi(s−i) ∀i ∈ N

を満たす戦略プロファイル s = (si, s−i)を BN均衡と等価に

定義できる．

以上の一連の定義から，信念 μから確率分布 p1，p2 が定

まり，最適反応の要素 sがベイジアンゲームGの BN均衡と

なる．

2. 3 問題設定

ベイジアンゲームGに対し，ある BN均衡に対応する信念

を推定することに興味がある．そこで本稿では，混合戦略と

信念が状態変数となるある種のダイナミクス Σ:

μ+ = diag(A1, A2)μ （2a）

s+i (θi) = fi(si(θi), μi, μ
+
i ) ∀ θi ∈ Θi ∀ i ∈ N （2b）

が存在すると考える．ここで，Ai ∈ �2×2 i ∈ N は，各要素
が非負で列成分の和が 1となる確率行列である．本手法では，

s+i (θi) ∀i ∈ N が BN 均衡となるダイナミクス fi ∀i ∈ N
の特徴付けを行ない，所望の BN 均衡 s∗ を参照入力とする

フィードバック制御系を構成し，BN均衡に対応する信念を

推定する．ここで，ある信念 (または確率分布 pi) のもとで

BN均衡が定義されることから，以後は，混合戦略 sと信念

μの組 (μ, s)をアセスメント 4)，BN均衡に対応する s∗ と対

応する信念 μ∗ の組を均衡アセスメント (μ∗, s∗) と呼び，以

後，均衡アセスメントを用いて議論するため，右肩のアスタ

リスクは省略する．また，ゲーム Gにおけるすべての均衡ア

セスメントで構成される集合を X で表わす．

3. 信念の推定

3. 1 均衡アセスメントの遷移モデル

遷移モデルを示す前に，まず，ゲーム Gのある均衡アセス

メントが等式条件で特徴付けられることを示す．証明は，付

録 B. 1を参照のこと．

［補題 1］ ゲーム Gにおいて，次式を満たすならば，アセス

メント (μ, s)は，均衡アセスメント (μ, s) ∈ X である．

εςi(s−i, θi)ψ(θi)pi(μ) = 0 ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N （3）

ただし，ε :=
[

1 −1

]
，

ςi(s−i, θi) :=
[
Ui(θi, θ)s−i(θ) Ui(θi, θ)s−i(θ)

]

ψ(θ) :=

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
ψ(θ) :=

[
0 0 1 0

0 0 0 1

]

である．

本稿では，補題 1で特徴付けられる均衡アセスメントの集合

を Xe := {(μ, s) |等式（3）の成立}と書く．このとき，包含関
係 Xe ⊆ X が成り立つ (付録 B. 1を参照のこと)．ここで，遷

移モデルの議論を行なうため，つぎの仮定を設ける．

［仮定 1］ Xe は，空集合ではない．

つぎに，均衡アセスメントの遷移モデル Σ : Xe → Xe を達

成する関数 fi の実現を示す．

《定理 1》 仮定 1が成立する．このとき，ゲーム Gに対し，

利得行列 Ui(θi, θ) ∀θi ∈ Θi i ∈ N が次式を満たすならば，
[
1 −1

]
Ui(θi, θ)

[
0

1

]
= 0 ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N （4）

つぎの関数 fi ∀i ∈ N :

fi(si(θ), μi, μ
+
i ) =

[
1 0

0 1

]
si(θ) （5a）

fi(si(θ), μi, μ
+
i ) =

[
ci(θ)

ci(θ)
0

1 − ci(θ)

ci(θ)
1

]
si(θ) （5b）

ci(θi) =
μ+

i (θi)

μi(θi)
∀θi ∈ Θi

で構成される遷移モデル Σ（2）は，均衡アセスメント (μ, s) ∈
Xe を均衡アセスメント (μ+, s+) ∈ Xe へ遷移させる．

（注意） 定理 1で示す遷移モデルの特徴は，利得行列が条件

（4）を満たすゲームであること，そして，θi = θ ∀i ∈ N での
混合戦略 si(θ)が fi で変化しないことが挙げられる．このよ

うなゲームでの信念推定問題は，繰り返しベイジアンゲーム

(相手の行動履歴が完全に観測可能)に基づく侵入検知法 5)で

見られる．

つぎに，信念と混合戦略の収束について述べる．

［系 1］ 信念 μが収束するならば，混合戦略も収束する．

証明：μが収束するならば，ci(θi)も 1へ収束する．したがっ

て，（5b）式の遷移行列も，すべての i ∈ N に対し，

lim
ci(θi)→1∀θi∈Θi

[
ci(θ)

ci(θ)
0

1 − ci(θ)

ci(θ)
1

]
=

[
1 0

0 1

]

のように，単位行列へ収束する． �

3. 2 フィードバック制御による信念の推定

本節では，所望の BN 均衡 s̄ に対応する信念の推定問題

を，参照入力が s̄，制御対象が遷移モデル（5）となるフィー

ドバック制御系に帰着させて解く．ここで，状態の初期値を

(s0, μ0) ∈ Xe とし，等式 si(θ) = s0i (θ) ∀i ∈ N を満たすと
する．この等式を満たす初期値を見つけることは容易ではな

いが，本稿では，その初期値が見つかるものとして議論を進

める．なお，その改善策については別の機会にて報告する．

いま，BN 均衡の定義 (信念 μ が与えられ，BN 均衡 s が

定まる構造) に着目し，信念を制御入力とすることで均衡ア

セスメントを生成する状態遷移を実現させる．そこで本稿で

は，つぎのフィードバック制御系 (Fig. 1)を構成する．

μ+ = diag(A1, A2)μ+ g(s̄− s)
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Fig. 1 Block diagram of the belief estimation

s+i (θi) = fi(si(θi), μi, μ
+
i ) ∀ θi ∈ Θi ∀ i ∈ N

ここで，g(s̄− s)は，誤差 s̄− sを入力とする PI制御器

g(s̄− s) := KP (s̄− s) +KI

t∑
j=0

(s̄− sj)

を表わし，KP ∈ �4×8 および KI ∈ �4×8 は，

KP = αdiag

([
O

[
1 0

−1 0

]]
,

[
O

[
1 0

−1 0

]])

KI = βdiag

([
O

[
1 0

−1 0

]]
,

[
O

[
1 0

−1 0

]])

であり，α ∈ �が比例ゲイン，β ∈ �が積分ゲイン，O は，
サイズが 2 × 2の零行列を表わす．

4. 数 値 例

本章で考えるベイジアンゲーム Gの利得行列は，

U1(θ, θ) =

[
1 1

1 0

]
U1(θ, θ) =

[
0 1

1 1

]

U1(θ, θ) =

[
0 1

2 0

]
U1(θ, θ) =

[
1 1

0 1

]

U2(θ, θ) =

[
0 1

2 0

]
U2(θ, θ) =

[
2 2

1 2

]

U2(θ, θ) =

[
1 1

1 0

]
U2(θ, θ) =

[
1 0

2 0

]

であり，（4）式を満たす．初期の均衡アセスメントが信念

μ0 =
[

0.1 0.9 0.65 0.35

]T

と混合戦略

s01 =
[

0.5 0.5 0.0556 0.9444

]T

s02 =
[

0.5 0.5 0.9286 0.0714

]T

で与えられたとする．いま，ある BN均衡 s̄

s̄1 =
[

0.5 0.5 0.8 0.2

]T

s̄2 =
[

0.5 0.5 0.2 0.8

]T

に対応する信念を推定したい．本手法では，A1 および A2

としての確率行列をパラメータとして与えられる．そこで，

Fig. 2 Belief estimation by feedback control system with P

compensator: A1 = A2 = I

Fig. 3 Belief estimation by feedback control system with P

compensator: A1 �= I and A2 �= I

A1 = A2 = I (単位行列) と A1 �= I かつ A2 �= I の 2 種類

の数値結果を示し考察する．なお，適切な確率行列と PI ゲ

インの系統的な設定法については，今後の課題とする．

4. 1 単位行列の場合

A1 = A2 = I として，ゲイン

α = 0.3 β = 0

を用いたときの推定結果を Fig. 2 に示す．Fig. 2(a) は，横

軸が遷移回数，縦軸が各プレイヤの混合戦略 si (各プレイヤ

が行動 aを選ぶ確率)を表わしている．実線が混合戦略 s，破

線が目標値 s̄ (該当する混合戦略)である．Fig. 2(b)は，横軸

が遷移回数，縦軸が信念の確率を表わし，フィードバック制

御により各プレイヤの信念 (実線と破線で確率分布を構成し，

色の濃い線が i = 1，薄い線が i = 2を表わす)が

μ1 =

[
0.6154

0.3846

]
μ2 =

[
0.2856

0.7144

]

へ収束していることがわかる．なお，得られた混合戦略と信

念の過渡応答が均衡アセスメントになっていることを別途確

認した．

4. 2 単位行列でない場合

行列 A1，A2 をつぎのように設定し，

A1 =

[
0.6 0.3

0.4 0.7

]
A2 =

[
0.4 0.3

0.6 0.7

]

前節と同じゲイン α = 0.3, β = 0 を用いたときの推定結果

を Fig. 3に示す．同図より，混合戦略の応答は，目標値との

偏差が残っているので，所望の混合戦略に対する信念が推定

できていない．そこで，積分ゲイン
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Fig. 4 Belief estimation by feedback control system with PI

compensator: A1 �= I and A2 �= I

α = 0.3 β = 0.08

を用いたときの推定結果を Fig. 4に示す．同図から，混合戦

略は該当する目標値へ収束し，フィードバック制御により各

プレイヤの信念が前節と同じ値

μ1 =

[
0.6154

0.3846

]
μ2 =

[
0.2856

0.7144

]

へ収束していた．

以上の数値結果から，信念と混合戦略の遷移モデルを対象

とするフィードバック制御により，所望の混合戦略に対する

信念を推定できることが確認された．

5. お わ り に

本稿では，あるクラスの静的なベイジアンゲームに対して

BN均衡に対応する信念の推定法を提案した．本手法では，ま

ず，ある均衡アセスメントが満たす KKT条件から，信念と

混合戦略の遷移モデルを導出し，そして，フィードバック制

御系を構成した．つまり，信念の推定問題を目標値追従制御

問題に帰着させて解いた．数値例から，信念の推定が行なえ

ることを確認した．

今後は，フィードバック制御系の安定性解析，確率行列お

よびゲインの系統的な設定法，関数 fi ∀i ∈ N の一般化，繰
り返しベイジアンゲームを扱うための条件を明確にするなど

して，対象となるベイジアンゲームのクラスを発展させるこ

と 8)である．また，遷移モデルを対象にした動的なメカニズ

ムデザインの構築が挙げられる．
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《付 録》

A. 定理 1の証明
本付録では，補題 1および下記に示す補題 2, 3を用いて定

理 1を証明する．各補題の証明は，付録 Bに示す．

［補題 2］ ゲーム Gにおいて，関数 fi ∀i ∈ N が（5）式なら

ば，つぎの等式が成り立つ．

εςi(s
+
−i, θi) = εςi(s−i, θi)

[
1 0

0 c−i(θ)/c−i(θ)

]

［補題 3］ ゲーム Gにおいて，任意の θi ∈ Θi で次式が成り

立つ．[
1 0

0 c−i(θ)/c−i(θ)

]
ψ(θi)pi(μ

+)

= ci(θi)c−i(θ)ψ(θi)pi(μ)

これらの補題 1～3を用いて，定理 1を証明する．まず，仮

定 1が成り立つとする．このとき，Xe は，空集合ではないた

め，均衡アセスメント (μ, s) ∈ Xe が存在し，この (μ, s)は，

Xe の定義より次式を満たす．

εςi(s−i, θi)ψ(θi)pi(μ) = 0 ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N （A. 1）

つぎに，（5）式の関数 fi で構成される遷移モデル Σにより，

均衡アセスメント (μ, s)は，あるアセスメント (μ+, s+)へ遷

移する．いま，このアセスメントが (μ+, s+) ∈ Xe を満たす

ことと，つぎの等式

εςi(s
+
−i, θi)ψ(θi)pi(μ

+) = 0 ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N（A. 2）

の成立は，等価であるため，（A. 2）式の等式成立を確認する．

（A. 2）式の左辺は，補題 2, 3より，

εςi(s
+
−i, θi)ψ(θi)pi(μ

+)

= εςi(s−i, θi)

[
1 0

0 c−i(θ)/c−i(θ)

]
ψ(θi)pi(μ

+)

= ci(θi)c−i(θ)εςi(s−i, θi)ψ(θi)pi(μ)

と変形でき (下線部が各補題を適用した部分)，最終項に（A. 1）

式が現れる．ゆえに，（A. 2）式は，任意の (μ, s) ∈ Xe に対し

て常に成り立つ．つまり，(μ+, s+) ∈ Xe が成立する．以上

より，仮定 1のもとで，遷移モデル Σで遷移したアセスメン

ト (μ+, s+)は，(μ+, s+) ∈ Xe を満たす均衡アセスメントで

あることが示された． �
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B. 各補題の証明
B. 1 補題 1の証明

ある相手の戦略 s−i に対するプレイヤ iの最適反応は，期

待効用 EUi を評価関数とする最適化問題で計算できる．

max
si

EUi(si, s−i)

s.t hi(si(θi)) = 0 ∀θi ∈ Θi

gi(ai, si(θi)) ≤ 0 ∀θi ∈ Θi ∀ai ∈ Ai

ここで，確率分布 (非負の要素で和が 1) si(θi) を表わすた

め，hi(si(θi)) :=
[

1 1

]
si(θi) − 1 ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N，

gi(ai, si(θi)) := −si(ai|θi)は，線形等式と不等式を規定する

制約条件となる．また，相手の混合戦略 s−i および pのもと

では，目的関数は，si に関して線形となるため，上述の問題

は，線形計画問題である．

このとき，関連するKarush-Kuhn-Tucker (KKT)条件は，

最適解が存在するための必要十分条件を与える．プレイヤ iの

ある混合戦略 siを線形計画問題の局所的最適解とし，点 siで制

約想定を満たすものとする．このとき，下記の条件を満たすラ

グランジュ変数 (δi(θi, ai)および λi(θi) ∀θi ∈ Θi ∀ai ∈ Ai)

が存在する．

−∇EUi(si, s−i)

+
∑

θi∈Θi

∑
ai∈Ai

δi(θi, ai)∇gi(ai, si(θi))

+
∑

θi∈Θi

λi(θi)∇hi(si(θi)) = 0

（B. 1）

hi(si(θi)) = 0 ∀θi ∈ Θi

δi(θi, ai)gi(ai, si(θi)) = 0 ∀θi ∈ Θi ∀ai ∈ Ai

gi(ai, si(θi)) ≤ 0 ∀θi ∈ Θi ∀ai ∈ Ai

δi(θi, ai) ≥ 0 ∀θi ∈ Θi ∀ai ∈ Ai

ここで，

∇ :=
(
∂

∂si

)T

=

(
∂

∂si(θ)T
,

∂

∂si(θ)T

)

KKT 条件（B. 1）の第一項 ∇EUi(si, s−i) に着目し，その

勾配を書き下す．以後，pi(μ)の μは省略する．勾配∇pT
i Λi

は，∇の各要素で偏微分した形になるので，

∇pT
i Λi =

[
∂

∂si(θ)T p
T
i Λi

∂

∂si(θ)T
pT

i Λi

]
=

[
∂Λi

∂si(θ)T

T
pi

∂Λi

∂si(θ)T

T
pi

]

となる．ここで， ∂Λi

∂si(θ)T は，

∂Λi

∂si(θ)T
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

∂
∂si(θ)T si(θ)

TUi(θ, θ)s−i(θ)

∂
∂si(θ)T si(θ)

TUi(θ, θ)s−i(θ)

∂
∂si(θ)T si(θ)

TUi(θ, θ)s−i(θ)

∂
∂si(θ)T si(θ)

TUi(θ, θ)s−i(θ)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎣
s−i(θ)

TUi(θ, θ)
T

s−i(θ)
TUi(θ, θ)

T

0 0

0 0

⎤
⎥⎥⎥⎦

となる (4 × 2の行列)．同様に，

∂Λi

∂si(θ)T
=

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0

0 0

s−i(θ)
TUi(θ, θ)

T

s−i(θ)
TUi(θ, θ)

T

⎤
⎥⎥⎥⎦

となるので，それぞれの行列を転置し，非零の部分を記号

ςi(s−i, θi) ∈ �2×2 ∀θi ∈ Θi でまとめられる．

ςi(s−i, θi) =
[
Ui(θi, θ)s−i(θ) Ui(θi, θ)s−i(θ)

]
よって，勾配ベクトル ∇pT

i Λi の各要素は，

∂Λi

∂si(θ)T

T

pi = ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi

∂Λi

∂si(θ)T

T

pi = ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi

となり，勾配がタイプごとに分けて書ける．

∇pT
i Λi =

[
ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi

ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi

]
∈ �4

つぎは，KKT条件（B. 1）の第二，三項のラグランジュ変数

に着目する．∇hi(si(θi)) ∀θi ∈ Θi は，

∇hi(si(θ)) =
[

1 1 0 0

]T

∇hi(si(θ)) =
[

0 0 1 1

]T

となり，∇gi(ai, si(θi)) ∀ai ∈ Ai ∀θi ∈ Θi も同様に，

∇gi(a, si(θ)) =
[

1 0 0 0

]T

∇gi(a, si(θ)) =
[

0 1 0 0

]T

∇gi(a, si(θ)) =
[

0 0 1 0

]T

∇gi(a, si(θ)) =
[

0 0 0 1

]T

となる．ここで，KKT 条件（B. 1）の第二，三項をタイプ θi

で整理する．∑
θi∈Θi

∑
ai∈Ai

δi(θi, ai)∇gi(ai, si(θi))

+
∑

θi∈Θi

λk
i (θi)∇hi(si(θi))

= v(si(θ)) + v(si(θ))

ただし，

v(si(θ)) := λi(θ)∇hi(si(θ))

+
∑

ai∈Ai

δi(θ, ai)∇gi(ai, si(θ))
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v(si(θ)) := λi(θ)∇hi(si(θ))

+
∑

ai∈Ai

δi(θ, ai)∇gi(ai, si(θ))

いま，任意の θi ∈ Θi に対して si(a|θi)と si(a|θi)が同時に

零になることはないので，gi(a, si(θi))と gi(a, si(θi))もまた

同時に零にはならない．また，KKT条件の相補性条件より，

gi が正値のとき，δi は，零である．これらの関係から，gi の

値によって，v は，つぎの 3種類に分類できる．

v(si(θ)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
λi(θ) λi(θ) 0 0

]T

if si(a|θ) �= 0 and si(a|θ) �= 0[
λi(θ) + δi(θ, a) λi(θ) 0 0

]T

if si(a|θ) = 0[
λi(θ) λi(θ) + δi(θ, a) 0 0

]T

if si(a|θ) = 0

v(si(θ)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
0 0 λi(θ) λi(θ)

]T

if si(a|θ) �= 0 and si(a|θ) �= 0[
0 0 λi(θ) + δi(θ, a) λi(θ)

]T

if si(a|θ) = 0[
0 0 λi(θ) λi(θ) + δi(θ, a)

]T

if si(a|θ) = 0

以上から，KKT 条件（B. 1）は，つぎのように書き換えら

れる．[
ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi

ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi

]
= v(si(θ)) + v(si(θ)) ∈ �4

ここで，vの引数が si(θ)となるとき，第 3, 4要素が零に，ま

た，引数が si(θ)となるときは，第 1, 2要素が零になるので，

ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi = vθi=θ(si(θ)) ∈ �2

ςi(s−i, θ)ψ(θ)pi = v
θi=θ

(si(θ)) ∈ �2

とも書ける．vθi=θ(si(θ))が v(si(θ))の第 1要素と第 2要素

から成るベクトル，v
θi=θ

(si(θ))が v(si(θ))の第 3要素と第

4要素から成るベクトルを表わす．これより，上式を満たすラ

グランジュ変数 (λiおよび δi)が存在することが，siが最適解

となるための必要十分条件となる．さらに，ε :=
[

1 −1

]
を導入して，

εςi(s−i, θi)ψ(θi)pi = εvθi(si(θi)) ∀θi ∈ Θi ∀i ∈ N

と整理すれば，任意の θi ∈ Θi と i ∈ N に対して

εςi(s−i, θi)ψ(θi)pi =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 if si(a|θi) �= 0 and si(a|θi) �= 0

δi(θi, a) if si(a|θi) = 0

−δi(θi, a) if si(a|θi) = 0

（B. 2）

が成り立つ．ここで，（B. 2）式を満たす (μ, s) は，均衡ア

セスメントであり，その全体集合は，X となる．つまり，
X := {(μ, s) |式（B. 2）の成立} と書ける．そして，Xe は，

等式（3）で定義しているため，(μ, s) ∈ Xe は，条件分岐（B. 2）

の上段 (sが純戦略ではない混合戦略の場合)，または，δi = 0

での中下段 (sが純戦略の場合)のいずれかに該当する．これ

より，包含関係 Xe ⊆ X の成立が確認できる．
以上の議論より，アセスメント (μ, s)が等式（3）を満たすな

らば，そのアセスメントは，(μ, s) ∈ Xe ⊆ X を満たす均衡
アセスメントである． �

B. 2 補題 2の証明

証明の準備として，混合戦略の遷移モデルが（5）式で与えら

れたとして，混合戦略 si を展開する．

si(θ) =

[
si(a|θ)
si(a|θ)

]
=

[
si(a|θ)

1 − si(a|θ)

]

=

[
0

1

]
+ si(a|θ)

[
1

−1

]
（B. 3）

遷移後の戦略は，つぎのようになる．

s+i (θ) = fi(si(θ), μi, μ
+
i )

=

[
ci(θ)

ci(θ)
0

1 − ci(θ)

ci(θ)
1

]{[
0

1

]
+ si(a|θ)

[
1

−1

]}

=

[
0

1

]
+ si(a|θ)ci(θ)/ci(θ)

[
1

−1

]
（B. 4）

上式より，補題 2は，εςi(s−i, θi)の展開から始める．

εςi(s−i, θi) =
[

εUi(θi, θ)s−i(θ) εUi(θi, θ)s−i(θ)

]
上式右辺第 2ブロックは，（B. 3）式と（4）式より

εUi(θi, θ)s−i(θ)

= εUi(θi, θ)

{[
0

1

]
+ s−i(a|θ)

[
1

−1

]}

= εUi(θi, θ)s−i(a|θ)
[

1

−1

]

なので，改めて，

εςi(s−i, θi) （B. 5）

=

[
εUi(θi, θ)s−i(θ) s−i(a|θ)εUi(θi, θ)

[
1

−1

] ]

となる．これを用い，εςi(s
+
−i, θi)を展開する．

εςi(s
+
−i, θi)

=
[
εUi(θi, θ)s

+
−i(θ) εUi(θi, θ)s

+
−i(θ)

]
=
[
εUi(θi, θ)f−i(s−i(θ), μi, μ

+
i )

s−i(a|θ) c−i(θ)

c−i(θ)
εUi(θi, θ)

[
1

−1

]]
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=
[
εUi(θi, θ)s−i(θ)

s−i(a|θ)εUi(θi, θ)

[
1

−1

]][
1 0

0 c−i(θ)/c−i(θ)

]

= εςi(s−i, θi)

[
1 0

0 c−i(θ)/c−i(θ)

]

2行目から 3行目への展開は，（B. 4）式，（4）式および（5a）式

を用い，4行目から 5行目への展開は，（B. 5）式を用いた．以

上より，補題 2が示された． �

（注意） 本稿で提案する関数 fi は，本補題の証明が成立する

ように直感的に定めたものである．条件（4）との関係に依存

させて異なる関数 fi を定めることは可能であろう．この論点

は，本研究の一般化にあたるため，今後の課題とする．

B. 3 補題 3の証明

問題設定の（2a）式より，遷移後の pi(μ
+)は，

pi(μ
+) =

⎡
⎢⎢⎢⎣
ci(θ)c−i(θ)pi(θ, θ)

ci(θ)c−i(θ)pi(θ, θ)

ci(θ)c−i(θ)pi(θ, θ)

ci(θ)c−i(θ)pi(θ, θ)

⎤
⎥⎥⎥⎦ （B. 6）

と書き直せる．（B. 6）式，ψ(θ)および ψ(θ) (補題 1で定義)

を用い，補題 3の左辺を各タイプ別に計算する．

[
1 0

0 c−i(θ)/c−i(θ)

]
ψ(θ)pi(μ

+)

=

[
1 0 0 0

0 c−i(θ)/c−i(θ) 0 0

]
pi(μ

+)

= ci(θ)c−i(θ)ψ(θ)pi(μ)[
1 0

0 c−i(θ)/c−i(θ)

]
ψ(θ)pi(μ

+)

=

[
0 0 1 0

0 0 0 c−i(θ)/c−i(θ)

]
pi(μ

+)

= ci(θ)c−i(θ)ψ(θ)pi(μ)

が求まるので，上の二式を θi ∈ Θi についてまとめれば，補

題 3の等式が成り立つ． �
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